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Perda de memdria (assintética)

Seja (Xn) ~ CM(u, P) em S. Pode ocorrer que

™

P" - N=|7T| quando n — oo,

onde 7 é uma distribuicdo de probabilidade em S. A convergéncia
acima significa que

P(”)(x,y) =P(X, =y|Xo =x) = 7(y), x,y €S,

e, como o lado direito ndo depende de x, dizemos que a memdria
sobre a condicdo inicial da CM em questao se perde qdo n — oc.

Obs. Note que neste caso P(X, =) = uP" — pul = 7 quando
n — oo para qualquer ditribuic3o inicial p.



Perda de memdria (cont.)
No caso de processo com 2 estados, conforme Exemplo 2, Album 1, Slide
19,se 0 < a+ 3 <2, entdo P" — (:) onde m = ($7 ﬁ) como
verificado no Album 1, Slide 20.
No Exemplo 2/, Album 1, temos perda de memdéria se aa <1 ou N > 3.
Exemplo 3, Album 1
E imediato de (4) que P{'l’) — &; de forma andloga obtemos:

PX(;) — my, VX, y (com 11 = 3).

Também podemos fazer
1 00
PP -U[0 0 0|U'=N=(Ny)xyes-
0 0O

Usando o fato que U = (v{, v}, v{), com v; = (1,1, 1), concluimos
prontamente que [1,, ndo depende de x.



Convergéncia

Um dos objetivos deste curso é entender sob que condicoes se da a
convergéncia de P" com perda de memdria, ie

P" — M quando n — oo, com I, =7, Vx,y € S,

e de tal forma que >0 om, = 1.

No Exemplo 2, Album 1, se a + 8 = 0, ent3o temos convergéncia,
mas sem perda de memodria; se o + 3 = 2, entdo n3o temos
convergéncia.

As abordagens diretas dos Exemplos 2 e 3, Album 1, mencionados
acima, n3o funcionam bem em geral, mesmo para \S| =m < 0.
Vamos pelo restante deste dlbum considerar um caso particular
desse dltimo caso, em que abordagem semelhante funciona.



Autovalores/autovetores de matrizes estocdsticas

Da teoria de matrizes estocdsticas/n3o negativas, temos que todos
os autovalores de P s3o < 1 em médulo. Lembrando que \; =1 é
sempre autovalor associado ao autovetor (1,...,1), se ocorrer de
todos os demais m — 1 autovalores, Ao, ..., Ap, serem < 1 em

maédulo, entdo

1 = * 1.0 0
0 0 0
P=UJ'U! — . ut
n—o00 :
1 = * 0 0 0
1 0 0
= ul=n



Forma Candnica de Jordan (recordagdo)

No slide anterior, temos que

A 1 0 - 0
B 0 .- 0 0 X 1 -+ 0
0 32 0 !
J= . . . 7B/: : 5
' 0 0 - N\ 1
0 0 By 00 -« 0 N, .
k1—|—--'—|—kg:m,)\1:1, k1:1
n Al % R
Bl 0 0 0 )\" * e *
0 Bj 0 i
"= : Bi=1: .| —0
- R 0 0 - A
0 0 - B 0 0 -~ 0 A"

quando n — oo, se |A;] < 1 — pois nesse caso
IAi|", | % | < const nki|\;|" — 0 quando n — co.



Convergéncia (cont.)

No Slide 5, M= [ : |, onde 7 é a primeira linha de U™
T
Como 7 é limite de distribuicdes de probabilidade em S, também é, ela

mesma, uma distribuicdo de probabilidade em S; vé-se entdo que temos
convergéncia com perda de meméria.

Observacao

1) A convergéncia acima é exponencialmente rapida, como nos exemplos
de perda de memdria vistos antes. (Nesse caso, n3o é dificil verificar que
a taxa de convergéncia exponencial é dada por maxa<ij<m | log |)\,||)

2) Uma condigdo suficiente para que todos os autovalores de P sejam
< 1 em médulo (a menos de um autovalor, a saber, A\; = 1) é que exista
ng > 1 tal que se n > ng, entdo P)’(’y >0Vx,y €S.

Se P, > 0Vx,y € S, entdo tal condi¢do vale com ng = 1.



